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ABSTRAK

Graf harmonis ganjil adalah graf yang memenuhi sifat-sifat pelabelan harmonis ganjil. Tujuan dari
penelitian ini adalah mendapatkan kelas graf baru yang merupakan graf harmonis ganjil. Metode
penelitian yang digunakan terdiri dari beberapa tahapan yaitu konstruksi definisi, formulasi fungsi
pelabelan dan pembuktian teorema. Hasil dari penelitian ini adalah konstruksi graf bunga double
quadrilateral FDQ(m) dengan m = 1 dan graf bunga variasi double quadrilateral FVDQ (m)
dengan m > 1 yang merupakan pengembangan dari graf double quadrilateral DQ dan graf variasi
double quadrilateral VD Q. Lebih lanjut telah dibuktikan bahwa graf FDQ (m) dan FVDQ (m) adalah
graf harmonis ganjil.

Kata Kunci: graf double quadrilateral, graf bunga, graf harmonis ganjil, pelabelan graf

Odd Harmonious Labelling on The Flower Double Quadrilateral Graphs

ABSTRACT

Odd harmonious graphs are graphs that have odd harmonious labeling properties. The purpose of
this study is to get a new class of graphs which are odd harmonious graphs. The research method
used consists of several stages, namely construction of definitions, formulation of labeling functions
and proof of theorems. The results of this study is to get a graph construction will be given, namely
the flower quadrilateral graphs FDQ(m) with m > 1 and the flower variation of quadrilateral
graphs FDQ(m) with m > 1, which are the development of double quadrilateral graphs DQ and
variation double quadrilateral graphs VDQ. It has further been proven that FDQ(m) and FVDQ (m)
are odd harmonious graphs.

Keywords: double quadrilateral graph, flower graph, labeling graph, odd harmonious graph

PENDAHULUAN menginduksi pemetaan setiap elemen garis ke

bilangan bulat positif ganjil {1,3,5,7, ...,2q —

Sedlacek memperkenalkan pertama kali
teori pelabelan graf pada tahun 1963. Sampai
tahun 2019 Gallian telah mengumpulkan
banyak hasil penelitian pelabelan graf baik
dari sisi pengembangan teori maupun aplikasi
dalam berbagai bidang keilmuan. Liang dan
Bai pada tahun 2009 memperkenalkan salah
satu jenis dari pelabelan graf yang harmonis
yaitu pelabelan graf harmonis ganjil (Gallian,
2019).

Pelabelan harmonis ganjil graf G pada
dasarnya adalah pemetaan setiap elemen titik
ke bilangan bulat positif {0,1,2,3, ...,2q — 1}
yang bersifat injektif, sedemikian sehingga

1} yang bersifat bijektif, dengan f*(cd) =
f(c) + f(d) dan g order dari graf G (Liang
dan Bai, 2009).

Penelitian yang relevan  dengan
penelitian ini antara lain. Rismayati (2013)
membuktikan bahwa graf hairy lingkaran, graf
shadow lingkaran dan generalisasi graf
shadow lingkaran adalah graf harmonis ganjil.
Abdel-Aal (2014) membuktikan bahwa dua
graf lingkaran dengan sebuah  busur
persekutuan adalah graf harmonis ganjil.
Firmansah dan Yuwono (2017) membuktikan
bahwa kelas graf baru hasil operasi cartesian
product adalah graf harmonis ganjil. Pada
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makalah yang berbeda Firmansah dan
Yuwono (2017a) juga membuktikan bahwa
graf Kincir angin belanda berlipat adalah graf
harmonis ganjilJeyanthi & Philo (2019)
membuktikan bahwa graf super subdevisi
adalah graf harmonis ganjil. Firmansah &
Tasari  (2020)  membuktikan  bahwa
amalgamasi  garis dari graf double
quadrilateral adalah graf harmonis ganjil.

Firmansah & Syaifuddin (2016)
membuktikan bahwa graf kincir angin double
quadrilateral DQ() adalah graf harmonis
ganjil.  Selanjutnya  Firmansah  (2017)
memperkenalkan  graf  variasi  double
quadrilateral VDQ dan graf Kincir angin
variasi double quadrilateral VDQ®), lebih
lanjut telah dibuktikan bahwa graf VDQ
adalah graf harmonis ganjil. Firmansah &
Syaifuddin  (2018) dan Firmansah &
Syaifuddin (2018a) membuktikan bahwa
amalgamasi graf Kkincir angin double
quadrilateral DQ®) « P, x DQ( adalah graf
harmonis ganjil.

Pada makalah ini peneliti tertarik untuk
mengembangkan kelas graf baru yaitu graf
bunga double quadrilateral FDQ (m) dan graf
bunga variasi double quadrilateral F¥DQ(m)
yang merupakan pengembangan dari graf DQ
dan VDQ. Selain itu peneliti juga akan
membuktikan bahwa graf bunga double
quadrilateral FDQ(m) dan graf bunga variasi
double quadrilateral FVDQ(m) adalah graf
harmonis ganijil.

METODE PENELITIAN

Metode  penelitian  yang  telah
dikerjakan terdiri dari bebarapa langkah antara
lain. (1) Membentuk definisi kelas graf baru
beserta gambarnya, (2) memformulasikan
fungsi pelabelan titik dan fungsi pelabelan
garis dengan sifat-sifat tertentu, dan (3)
menyatakan dalam bentuk teorema disertai
dengan pembuktian secara matematis.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut diberikan definisi dari graf
bunga double quadrilateral FDQ(m) dengan
m=>=1 dan graf bunga wvariasi double
quadrilateral FVDQ(m) dengan m > 1.
Selanjutnya diberikan sifat yang menyatakan
bahwa graf bunga double quadrilateral
FDQ(m) dengan m =1 dan graf bunga

variasi double quadrilateral FVDQ (m) dengan
m > 1 adalah graf harmonis ganjil.

Definisi 1. Graf bunga double quadrilteral
yang dinotasikan dengan FDQ(m), m =1
adalah graf yang mempunyai himpunan titik
V(FDQ(m)) = {ug} U
fu/lt<i<2m+1}u
{vlj| 1<i<m,j= 1,2} dan himpunan garis
E(FVDQ(m)) =
{fupy;ll <i<2m+1}u
{ugiwi| 1<i<smj=1}u
wluy| 1<i<smj=12}u
{u2i+1vi2| 1<i<m,j=2}

Berdasarkan Definisi 1 diperoleh order
p(FDQ(m)) = 4m + 2 dan size
q(FDQ(m)) = 6m + 1.

Gambar 1. Konstruksi dan definisi titik dari
graf bunga double quadrilateral
FDQ(m) denganm > 1.

Teorema 2. Graf bunga double quadrilteral
FDQ(m) dengan m = 1 adalah graf harmonis
ganjil.
Bukti.

Didefinisikan fungsi pelabelan titik
f:V(FDQ(m)) - {0,1,2,3,...,12m + 1}

fug) =0 1

fu)=2i—1,1<i<2m+1 2

f(v]) = 12m —12i + 2j + 4,
1<i<m,j=1.2 (3)

Berdasarkan persamaan (1), (2), dan (3)
diperoleh

f (V(FDQ(m))) = {0} U {1,357, ...4m +
1} U {12m — 6,12m — 18,12m — 30,12m —
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42,..,6,12m — 4,12m — 16,12m —
28,12m — 40, ...,8}

={0,1,3,5,6,7,8,...,.4m + 1,...,12m —
42,12m — 40,12m — 30,12m — 28,12m —
18,12m — 16,12m — 6,12m — 4}
={0,1,3,5, ...,12m — 4}

Didapatkan himpunan titik setelah
diberikan  label f (V(FDQ(m))) =
{0,1,3,5,...,12m — 4} € {0,1,2,3, ...,12m +
1}. Disisi yang lain terlihat juga bahwa
himpunan  titik setelah  diberi  label
f (V(FDQ(m))) ={0,13,5,..,12m — 4}
menghasilkan label yang berbeda-beda pada

setiap titiknya. Sehingga didapatkan fungsi
pelabelan titik bersifat injektif.

Didefinisikan fungsi pelabelan garis
fE(FDQ(m)) - {1,357, ...,12m + 1}

ffuouy)) =2i—1,1<i<2m+1 (4)
fr(ugiov}) =12m —8i+2j + 1,

1<i<m,j=1 (5)
Fr(v]uz) = 12m — 8i +2j + 3,

1<i<mj=12 (6)
f*(ugis1v?) =12m —8i + 2j + 5,

1<i<mj=2 7)

Berdasarkan persamaan (4), (5), (6),
dan (7) diperoleh

£ (E(FDQ(m))) = {1,357, .. 4m + 1} U
{12m — 5,12m — 13,12m — 21,12m —

29, ...,4m + 3} U {12m — 3,12m —
11,12m — 19,12m — 27, ...,.Am + 5,12m —
1,12m —9,12m — 17,12m — 25, ...,.4m +
7}u {12m + 1,12m — 7,12m — 15,12m —
23,...,4m + 9}

={1,3,57,...4m+ 1,4m + 3,4m + 54m +
7,4m +9, .., 12m — 29,12m — 27,12m —
25,12m — 23,12m — 21,12m — 19,12m —
17,12m — 15,12m — 13,12m — 11,12m —
9,12m — 7,12m — 5,12m — 3,12m —
1,12m + 1}

={1,3,57,..,12m + 1}

Didapatkan himpunan garis setelah
diberikan  label £ (E(FDQ(m))) =
{1,3,5,7, ...,12m + 1}. Disisi yang lain terlihat
juga bahwa himpunan garis setelah diberi
label f* (E(FDQ(m))) -
{1,3,5,7,...,12m + 1} menghasilkan label
yang berbeda-beda pada setiap garisnya.

Sehingga didapatkan fungsi pelabelan garis
bersifat bijektif.

Sedemikian sehingga diperoleh graf
bunga double quadrilateral FDQ(m) dengan
m > 1 adalah graf harmonis ganjil.

Contoh 3. Pelabelan harmonis ganjil pada
graf FDQ(5)

Gambar 2. Pelabelan harmonis ganjil pada
graf FDQ(5)

Contoh 4. Pelabelan harmonis ganjil pada

graf FDQ(6)
11 15

3 23

Gambar 3. Pelabelan harmonis ganjil pada
graf FDQ(6)

Definisi 5. Graf bunga variasi double
quadrilteral FYDQ(m) dengan m = 1 adalah
graf yang mempunyai himpunan titik
V(FVDQ(m)) = {uo} U
fu/lt<i<2m+1}u
l|1<ismj=12}u
fwill<i<2m}u{x|l<i<m} dan
himpunan garis E(FVDQ(m)) =
fuou;ll <i<2m+1}u

{uzl-_lvi1| 1<i< m,} U
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{vijuzi| 1<i<m,j= 1,2} U
{ugipvf| 1<i<m}u
{ugi—iwgi 11 <ism}u
{uzipawaill <i<m}u
{waiuyll <i<m}u
fwyiuyill <i<m}u
{vijxl-| 1<i<m,j= 1,2}.
Berdasarkan Definisi 5 diperoleh order
p(FVDQ(m)) = 7m + 2 dan size
q(FVDQ(m)) = 12m + 1.

Gambar 4. Konstruksi dan definisi titik dari

graf bunga variasi double
quadrilateral FVDQ(m) dengan
m=1.

Teorema 6. Graf bunga variasi double
quadrilteral F¥DQ(m) dengan m > 1 adalah
graf harmonis ganjil.

Bukti.

Didefinisikan fungsi pelabelan titik
f:V(FVDQ(m)) - {0,1,2,3, ...,24m + 1}

fug) =0 (8)
fw)=2i-1,1<i<2m+1 9)
f(v]) = 12m —12i + 2j + 4,
1<i<m,j=12 (10)
fw) =12m+2i,1<i <2m (11)

fx;))=8m+16i—7,1<i<m (12)
Berdasarkan persamaan (8), (9), (10),

(11) dan (12) diperoleh

f (V(FVDQ(m))) = {0} u

{1,3,5,7,....4m + 1} U {12m — 6,12m —
18,12m — 30,12m — 42, ...,6,12m —

4,12m — 16,12m — 28,12m — 40, ...,8} U
{12Zm + 2,12m + 4,12m + 6,12m +
8,..,16m}uU {8m +9,8m + 25,8m +
41,8m + 57, ...,.24m — 7}
={0,1,3,5,6,7,8,...,4m + 1,8m + 9,8m +
25,8m + 41,8m + 57, ...,12m — 42,12m —
40,12m — 30,12m — 28,12m — 18,12m —
16,12m — 6,12m — 4,12m + 2,12m +
4,12m + 6,12m + 8, ...,16m, ...,24m — 7}
={0,1,3,5, ...,24m — 7}

Didapatkan himpunan titik setelah
diberikan  label  f (V(FVDQ(m))) =
{0,1,3,5, ...,24m — 7} € {0,1,2,3, ...,24m +
1}. Disisi yang lain terlihat juga bahwa
himpunan  titik setelah  diberi  label
f (V(FVDQ(m))) = {0,1,3,5,..,24m — 7}

menghasilkan label yang berbeda-beda pada
setiap titiknya. Sehingga didapatkan fungsi
pelabelan titik bersifat injektif.

Didefinisikan fungsi pelabelan garis
fE(FVDQ(m)) - {1,3,5,7,...,24m + 1}

fflupuy)) =2i—1,1<i<2m+1 (13)
fr(ugi-v}) =12m —8i +2j + 1,

1<i<m, (14)
fr(vluz) = 12m — 8i +2j + 3,

1<i<mj=12 (15)
f*(ugis1v?) =12m —8i + 2j + 5,

1<i<m, (16)
fr(ugi—qawyi—1) = 12m +8i — 5,

1<i<m, (17)
fr(ugip1wy) = 12m 4+ 8i + 1,

1<i<m, (18)
fr(wai_quy) = 12m + 8i — 3,

1<i<m, (19)
fr(wyiuy) =12m + 8i — 1,

1<i<m, (20)
£*(v/x;) = 20m + 4i +2j — 3,

1<i<mj=12 (21)

Berdasarkan persamaan (13), (14), (15),
(16), (17), (18), (19), (20), dan (21) diperoleh

f*(E(vFDQ(m))) = {1357, ....4m +
1}u{12m —5,12m — 13,12m — 21,12m —
29, ...4m + 3} U {12m — 3,12m —

11,12m — 19,12m — 27, ... 4m + 5,12m —
1,12m — 9,12m — 17,12m — 25, ... 4m +
7}U {12m + 1,12m — 7,12m — 15,12m —
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23,..4m+9}u{12m+ 3,12m +

11,12m + 19,12m + 27, ...,20m — 5} U
{12m +9,12m + 17,12m + 25, ...,20m +
1}u{12m +5,12m + 13,12m + 21,12m +
29,..,20m — 3} u{12m + 7,12m +
15,12m + 23,12m + 31, ...,20m — 1} U
{20m + 3,20m + 7,20m + 11,20m +

15, ...,24m — 1,20m + 5,20m + 9,20m +
13,20m + 17, ...,24m + 1}

={1,3,5,7,....4m + 1} U {4m + 3,4m +
54m+74m+9,...,12m — 29,12m —
27,12m — 25,12m — 23,12m — 21,12m —
19,12m — 17,12m — 15,12m — 13,12m —
11,12m —-9,12m — 7,12m — 5,12m —
3,12m — 1,12m + 1} u {12m + 3,12m +
512m+7,12m+9,12m + 11,12m +
13,12m + 15,12m + 17,12m + 19,12m +
21,12m + 23,12m + 25,12m + 27,12m +
29,12m + 31, ...,20m — 5,20m — 3,20m —
1,20m + 1} U {20m + 3,20m + 5,20m +
7,20m +9,20m + 11,20m + 13,20m +
15,20m + 17, ...,24m — 1,24m + 1}
={1,3,5,7,...4m+ 1,4m + 3,4m + 5,4m +
7,4m + 9, ..,12m — 29,12m — 27,12m —
25,12m — 23,12m — 21,12m — 19,12m —
17,12m — 15,12m — 13,12m — 11,12m —
9,12m —7,12m —5,12m — 3,12m —
1,12m + 1,12m + 3,12m + 5,12m +
7,12m +9,12m + 11,12m + 13,12m +
15,12m + 17,12m + 19,12m + 21,12m +
23,12m + 25,12m + 27,12m + 29,12m +
31,...,20m — 5,20m — 3,20m — 1,20m +
1,20m + 3,20m + 5,20m + 7,20m +
9,20m + 11,20m + 13,20m + 15,20m +
17,...,24m — 1,24m + 1}
={1,3,5,7,...,24m + 1}

Didapatkan himpunan garis setelah
diberikan label fE(FVDQ(m)) =
{1,3,5,7, ...,24m + 1}. Disisi yang lain terlihat
juga bahwa himpunan garis setelah diberi
label £*:E(FVDQ(m)) = {1,3,5,7, ...,24m +
1} menghasilkan label yang berbeda-beda
pada setiap garisnya. Sehingga didapatkan
fungsi pelabelan garis bersifat bijektif.

Sedemikian sehingga diperoleh graf
bunga variasi double quadrilateral FVDQ (m)
dengan m > 1 adalah graf harmonis ganjil.

Contoh 7. Pelabelan harmonis ganjil pada
graf FVDQ(5)

Gambar 5. Pelabelan harmonis ganjil pada
graf FVDQ(5)

Contoh 8. Pelabelan harmonis ganjil pada
graf FVDQ(6)

Gambar 6. Pelabelan harmonis ganjil pada
graf FVDQ(6)

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan
dapat ditarik kesimpulan bahwa graf bunga
double qudrilateral FDQ(m) dengan m > 1
adalah graf harmonis ganjil (Teorema 2).
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Selain itu juga telah dibuktikan bahwa graf
bunga variasi double quadrilateral FVDQ(m)
dengan m > 1 adalah graf harmonis ganjil
(Teorema 6).
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