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Abstrak 

Matriks Simplektik  dengan pengali   merupakan matriks sembarang berukuran       yang 

memenuhi     persamaan                 dengan      merupakan matriks    blok    berukuran       ,  yaitu 

    
  
   

 ,  apabila        maka   disebut simplektik. Sedangkan  sistem linier Hamiltonian merupakan  

   sistem persamaan diferensial dengan  bentuk:       
  

  
             , dimana          

 

 
        .  Dengan       merupakan matriks simetrik yang kontinu pada sebuah interval   pada ℜ. Pada 

penelitian ini didapati bahwa hanya matriks simplektik dengan  pengali   (dimana   sembarang ) yang dapat 

mentrasformasi sistem linier Hamiltonian          ke sebuah sistem linier Hamiltonian yang berpadanan, 

juga bahwa ada sebuah subgrup dari matriks Hamiltonian yang isomorfik terhadap subgrup matriks 

simplektik. 

Kata kunci: Isomorfik, Matriks Hamiltonian, Matriks Simplektik, Sistem Linier Hamiltonian, Subgrup 

 

Simplectic Matrix and It Relations to Linear Hamiltonian System 

Abstract 

Simplectic Matrix with multiplier   is an arbitrary       matrix  that satisfy         with   is 

a       matrix, where    
  
   

 . If     then   is called only Simplectic. Whereas  Linear 

Hamiltonian system is a     ordinary differential equations, that satisfy;      
  

  
             , where  

         
 

 
        , with      is a continu simetric matrix at an interval   in ℜ. In this research is 

found that the only matrix that can transform linear Hamiltonian system          to another linear 

Hamiltonian system is a simplectic matrix with multiplier  , also that there is a subgroup of  Hamiltonian 

matrices that isomorphic to a subgroup of Simplectic matrices. 

Key words: Isomorphic, Hamiltonian Matrix, Simplectic Matrix, Linear Hamiltonian System, Subgroup  

 

1. Pendahuluan 

Persamaan diferensial adalah sebuah persamaan yang melibatkan  fungsi dan turunannya. 

Persamaan ini memiliki  peran yang sangat penting dalam berbagai ilmu, salah satunya adalah 

Mekanika yaitu ilmu yang menelaah tentang gerak sebuah benda.  

Salah satu rumusan  yang sangat penting dalam mempelajari gerak suatu benda pada 

sebuah bidang adalah rumusan berikut ini,      [1]. Ini adalah hukum kedua dari ilmuwan 

besar Inggris sir Isaac Newton. Hal yang senada dari hukum ini mengatakan bahwa, sebuah partikel 

dengan massa    , dengan  posisi               
 
, yang bergerak dengan energi potensial 

sebesar      pada kurva      memenuhi persamaan  
   

  
          .   Misalkan   momentum   

    
   

  
   dan   energi                       , maka hukum Newton dapat ditulis 

sebagai berikut:   
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 untuk        . Selanjutnya bila persamaan ini ditulis dalam bentuk matriks maka 

diperoleh persamaan berikut;           dimana    
 
   dengan    

  
   

  ditulis dalam 

bentuk matriks blok dan   merupakan matriks identitas berukuran     [2]. Ternyata sistem 

persamaan diferensial ini merupakan suatu kasus khusus dari suatu sistem persamaan diferensial 

biasa orde satu, yang disebut sistem  Hamiltonian. Sistem Hamiltonian  adalah     sistem 

persamaan diferensial biasa orde 1 dalam bentuk 
  

  
 

  

  
,  

  

  
  

  

  
  dengan 

   

  
 

         

   
, 

 
   

  
  

         

   
, dan            disebut sebagai Hamiltonian, yaitu sebuah fungsi mulus 

bernilai real (anggota   ) yang didefinisikan untuk          , sebuah himpunan terbuka di 

       
.  

Misalkan    
 
  ,       

  
   

 ,    

 
 
 
 
  

   

 
  

    
 
 
 

 dimana   merupakan matriks nol berukuran 

    dan I merupakan matriks identitas berukuran    . Dalam notasi   ,  , dan     maka sistem 

Hamiltonian ditulis dalam notasi matriks sebagai berikut:         [3]. Selanjutnya bila dilakukan 

transformasi pada persamaan        dengan  memisalkan      (dimana   adalah matriks 

ortogonal) maka:                            , perhatikan bahwa transformasi ini akan 

menjadi sistem Hamiltonian apabila       . Transformasi yang memenuhi keadaan ini disebut 

kanonikal atau simplektik, (atau sebuah simplektomorfisma) [2]. Sementara matriks   yang 

memenuhi persamaan         disebut sebagai matriks simplektik dengan pengali   atau matriks 

simplektik bila     [3]. 

 

2. Sistem  Linier Hamiltonian 

Sebuah sistem Hamiltonian adalah    sistem persamaan diferensial biasa orde 1 dalam 

bentuk: 
  

  
 

  

  
 , 

  

  
  

  

  
 dengan  

   

  
 

         

   
 , 

   

  
  

         

   
, dimana            disebut 

sebagai Hamiltonian, yaitu sebuah fungsi bernilai real mulus (anggota   ) yang didefinisikan 

untuk        Ω,  sebuah himpunan terbuka di        
. Selanjutnya, misalkan  

   
 
   

 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
  
  
  
 
   
 
 
 
 
 
 
 

,       
  
   

 ,    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

   

 
  

   
  

   

 
  

    
 
 
 
 
 
 
 
 

 dimana   merupakan matriks nol berukuran     

dan I merupakan Matriks Identitas berukuran    . Dalam notasi  ,  ,dan    sistem Hamiltonian 

ditulis sebagai berikut:       . 

Definisi 2.1 

Misalkan   merupakan kordinat vektor pada  
  

 dan    adalah sebuah interval pada   dan 

               kontinu dan simetrik, dimana         merupakan matriks berukuran 

      dengan entri seluruhnya adalah bilangan real. Suatu sistem linier Hamiltonian adalah 

sebuah sistem     persamaan diferensial biasa dalam bentuk:     
  

  
                dimana         

         
 

 
        , dengan  matriks   berukuran       (dimana      dan   
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merupakan sebuah matriks simetrik) yang disebut sebagai  matriks Hamiltonian atau infinitesimally 

symplectic [3]. 

Definisi 2.2 

Himpunan semua matriks Hamiltonian  adalah himpunan semua matriks yang memenuhi 

persamaan           [4] atau           [5]. Sementara himpunan semua matriks       

yang memenuhi persamaan           disebut himpunan matriks skew Hamiltonian [5]. 

3. Matriks Simplektik 

Sebuah matriks   berukuran        disebut simplektik dengan pengali   (dimana  

    ) apabila        . Bila     maka   disebut simplektik [3].  

4. Teori Grup 

Definisi 4.1 

Misalkan   merupakan sebuah himpunan yang didalamnya terdapat sebuah operasi biner (biasanya 

disebut perkalian) yang memetakan setiap pasangan berurut         ke sebuah elemen   yang 

disimbolkan   . Kita katakan   merupakan grup yang tertutup dibawah operasi biner ini, apabila 

memenuhi aturan berikut: 

a. Asosiatif. Operasi biner pada   bersifat asosiatif; yaitu            , berlaku untuk semua 

       . 

b. Identitas. Ada sebuah elemen e (disebut identitas) dari   yang sedemikian sehingga       
  untuk semua    . 

c. Invers.  Untuk setiap   yang merupakan elemen di   ada   yang juga merupakan elemen di   

(disebut invers dari  ) yang sedemikian sehingga        . 

Definisi 4.2 

Sebuah himpunan  , dimana    , dikatakan sebuah subgrup apabila   sendiri merupakan 

sebuah grup dibawah operasi biner pada  . 

Definisi 4.3 

Sebuah isomorfisma   dari sebuah grup   ke sebuah grup  , adalah sebuah fungsi satu-satu dari   

pada   yang bersifat mempertahankan operasi pada  kedua grup. Yaitu: 

               untuk semua  ,     . 

Apabila ada sebuah isomorfisma dari   pada  , maka kita katakan   dan   isomorfik 

(disimbolkan    ) [6]. 

 

5. Metodologi Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah dengan melakukan studi pustaka atau 

literatur dengan tahapan sebagai berikut:  
a. Mencari kaitan sistem linier Hamiltonian dengan matriks simplektik dalam hal transformasi 

linier. 

b. Mencari matriks yang dapat mendiagonalkan matriks Hamiltonian menjadi matriks diagonal 

Hamiltonian. 

c. Membentuk sebuah grup matriks Hamiltonian terhadap penjumlahan matriks biasa dan 

membentuk grup matriks simplektik terhadap perkalian matriks biasa. 

d. Mencari subgrup dari grup matriks Hamiltonian dan grup matriks simplektik yang saling  

isomorfik. 
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6. Hasil dan Pembahasan 

6.1. Transformasi Linier pada sistem Linier Hamiltonian. 

Teorema 6.1.1 

a. Apabila   merupakan  matriks simplektik dengan pengali   , maka sistem yang  diperoleh 

dengan transformasi         pada sistem linier Hamiltonian       yaitu;       (dimana 

                ), juga merupakan  sistem linier Hamiltonian dengan Hamiltonian  

         
 

 
    

 

  
     

 

  
       . 

b. Sebaliknya  apabila        (dimana               ), merupakan sistem linier 

Hamiltonian yang berpadanan dengan setiap sistem linier Hamiltonian      , maka   

merupakan sembarang matriks simplektik dengan pengali   [3]. 

Akibat 6.1.1  

Apabila    merupakan matriks simplektik dengan pengali  , maka ada sebuah sistem linier 

Hamiltonian dimana   merupakan solusi  sistem ini. 

Teorema 6.1.2 

Misalkan   merupakan matriks real Hamiltonian yang berukuran        dengan  nilai eigen 

yang berbeda-beda sebagai berikut   ,   ,   ,…,   ,    ,    ,    ,…,    , maka akan selalu 

ada sebuah matriks simplektik   dengan pengali   yang sedemikian sehingga         dengan 

  adalah sebuah matriks diagonal yang diagonalnya adalah   ,   ,   ,…,   ,    ,    ,    ,…, 

   , yang tersusun berurutan atau pun tidak. 

6.2. Grup Isomorfik Matriks Hamiltonian. 

Teorema 6.2.1 

Himpunan               
             dimana entri dari   adalah bilangan real dan 

   
    
   

 , membentuk sebuah grup komutatif (Abelian Group) dibawah penjumlahan matriks 

biasa. 

Teorema 6.2.2 

Himpunan               
         ℜ      dimana entri dari   adalah bilangan real dan 

   
    
   

 , membentuk sebuah grup dibawah perkalian  matriks biasa. 

Teorema 6.2.3 

Himpunan               
           dimana entri dari   adalah bilangan real dan 

          
    
   

 , membentuk sebuah subgrup dari  grup   [3] (Latihan soal, No.10e, halaman 

67). 

Teorema 6.2.4 

Himpunan      
  
  

      , membentuk sebuah subgrup dari  grup   , dimana 

             
         

  
  

         ℜ . 

Teorema 6.2.5 

 Himpunan      
    
   

      , membentuk sebuah subgrup dari  grup   , dimana  

            
           

  
  

         ℜ . 
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Teorema 6.2.6 

Grup    isomorfik dengan grup   . 

Teorema 6.2.7 

Himpunan          

  
  

  
  

  
  

  
  

        , membentuk sebuah subgrup dari  grup   , 

dimana             
         

      
      

      
      

      
      

      
      

      ℜ . 

 

Teorema 6.2.8 

Himpunan          

  
  

        
        

  
  

    
      

        , membentuk sebuah subgrup dari  grup   , 

dimana 

             
           

      
      

      
      

      
      

      
      

      ℜ . 

Teorema 6.2.9 

 Grup        isomorfik dengan grup       . 

Pada akhirnya dapat ditunjukan bahwa                merupakan subgrup dari    dan 

               merupakan subgrup dari    untuk    . Kedua subgrup ini saling isomorfik dengan 

isomorfisma                                . Juga bahwa               , isomorfik dengan 

grup         yaitu 

                                                             
                        dengan isomorfisma:  

                              

 

6.3. Grup Isomorfik Matriks Skew Hamiltonian 

Teorema 6.3.1 

Himpunan    
   

  
  

       merupakan grup matriks Skew Hamiltonian terhadap 

penjumlahan matriks biasa. 

Teorema 6.3.2 

Himpunan       
   

  
  

  
  

  
  

  
  

         merupakan grup matriks Skew Hamiltonian 

terhadap penjumlahan matriks biasa. 

Teorema 6.3.3 

Himpunan   
 
 isomorfisma terhadap himpunan    dengan isomorfisma  ℘(  

 
) =   . 

 

Teorema 6.3.4 

Himpunan      
 
 isomorfisma terhadap himpunan       dengan isomorfisma 

 ℘ (     
 
) =      . 
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7. Kesimpulan  

Dari penelitian yang dilakukan diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1. Matriks simplektik dengan pengali  , merupakan satu-satunya matriks yang dapat 

mentransformasi sistem linier Hamiltonian ke sistem linier Hamiltonian yang berpadanan.   

2. Matriks simplektik dengan pengali  , merupakan satu-satunya matriks yang dapat 

Mendiagonalkan matriks Hamiltonian ke matriks  diagonal Hamiltonian yang berpadanan. 

3. Setiap matriks simplektik dengan pengali  , merupakan solusi dari sebuah sistem linier 

Hamiltonian yang berpadanan. 

4. Untuk setiap grup Matriks hamiltonian dibawah penjumlahan mariks biasa dan setiap grup 

matriks simplektik dibawah perkalian matriks biasa ada sebuah subgrup matriks Hamiltonian 

yang isomorfik dengan subgrup matriks simplektik. 
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