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1. PENDAHULUAN 

Keterhubungan antardua peubah acak dapat 

dinyatakan melalui model distribusi bivariat, seperti 

model distribusi bivariat Normal atau Gaussian yang 

menggambarkannya secara linier. Pada kenyataannya, 

banyak dijumpai peubah acak yang tidak dapat 

memenuhi asumsi bahwa data mengikuti model 

distribusi bivariat Normal, seperti IHSG dan kurs rupiah 

terhadap valuta asing (valas). Model distribusi bivariat 

Normal merupakan fungsi distribusi gabungan dari dua 

peubah acak yang berdistribusi univariat Normal. 

Menurut [1], kenaikan atau penurunan IHSG 

dipengaruhi oleh faktor-faktor ekonomi seperti tingkat 

suku bunga, tingkat inflasi dan nilai tukar mata uang 

(valas). Mengingat bahwa IHSG dan kurs rupiah 

terhadap valas adalah data yang sering dijumpai tidak 

memenuhi asumsi distribusi univariat Normal, maka 

apabila akan diteliti keterhubungannya, tidak 

terpenuhinya asumsi model distribusi univariat Normal 

dapat menjadi kendala dalam penelitian. 

Model distribusi bivariat tidak terbatas pada 

distribusi bivariat Normal saja, dan untuk memperoleh 

kurva regresi pada sembarang model distribusi bivariat 

bukan perkara yang mudah. Salah satu metode 

alternatifnya adalah dengan melibatkan distribusi 

bivariat yang disebut copula pada analisis regresi. 

Copula memiliki keunggulan yaitu mampu memodelkan 

dua peubah acak yang masing-masing distribusi 

marginalnya tidak termasuk dalam keluarga distribusi 

yang sama. 

Penelitian ini bertujuan untuk memperoleh estimasi parameter dan regresi kuantil pada 
suatu model distribusi bivariat yang disebut Copula sebagai alternatif regresi linier klasik 
dalam menganalisis keterhubungan dua peubah acak. Copula adalah model distribusi 
bivariat yang memiliki keunggulan selain karena tidak kaku terhadap asumsi distribusi 
tertentu, juga dapat menyatakan keterhubungan nonlinier. Copula yang dianalisis pada 
penelitian ini adalah Copula Normal. Sedangkan Generalized Linear Model (GLM) 
adalah perluasan dari model regresi linier klasik, yang salah satu komponen utamanya 
adalah fungsi link. Didapati bahwa regresi kuantil pada copula Normal merupakan suatu 

bentuk GLM dengan fungsi invers link yaitu 𝐺−1(Φ(∙)). Regresi kuantil dan parameter 

copula Normal 𝜌 diestimasi dengan pendekatan GLM menggunakan metode Least 
Square. Estimasi regresi kuantil terbaik dilakukan dengan menghitung Mean Square 
Error (MSE). Validasi parameter copula dilakukan melalui simulasi dengan parametric 
bootstrap. Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data return IHSG sebagai 
peubah tak bebas dan data return kurs beli EUR-IDR sebagai peubah bebas. Hasil 
penelitian menunjukkan bahwa keterhubungan IHSG dan kurs beli EUR-IDR lemah dan 
tidak linier. 
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Generalized Linear Model (GLM) adalah bentuk 

perluasan dari regresi linier sederhana dengan asumsi 

distribusi variabel respon merupakan anggota dari 

keluarga eksponensial. Menurut [2], tiga komponen 

penting yang membentuk Generalized Linear Model 

adalah, variabel prediktor yang linier, distribusi dari 

variabel respon adalah distribusi keluarga eksponensial, 

dan ada fungsi link (fungsi penghubung) yaitu fungsi 

yang menjelaskan nilai ekspektasi dari variabel respon 

dengan menghubungkan variabel penjelas melalui 

persamaan linier. 

Pada penelitian [3] dan [4] didapati bahwa regresi 

kuantil pada model copula Normal (bivariat) merupakan 

suatu Generalized Linear Model (GLM). Penelitian ini 

mengangkat temuan tersebut untuk lebih lanjut dapat 

dilakukan estimasi terhadap model Copula Normal, 

sekaligus memperoleh regresi kuantilnya yang dapat 

menjelaskan keterhubungan dua peubah acak pada data 

bivariat. Penelitian ini membahas Indeks Harga Saham 

Gabungan (IHSG) dan Kurs Beli EUR (Euro) terhadap 

IDR (Rupiah). Keterhubungan antara Kurs Beli EUR-

IDR dan IHSG pada penelitian ini dijelaskan melalui 

parameter Copula Normal yang diestimasi melalui 

pendekatan Generalized Linear Model (GLM) pada 

regresi kuantil Copula Normal. Data yang digunakan 

pada penelitian ini adalah data return IHSG dan return 

kurs beli EUR-IDR dalam waktu pengamatan 1 Januari 

2018 sampai dengan 31 Desember 2018. 

 

1.1. Transformasi Data 

Transformasi data adalah proses mengubah skala 

data asli menjadi suatu skala yang berbeda sehingga data 

mampu memenuhi asumsi yang mendasari analisis dan 

data siap untuk dianalisis. Dalam bidang analisis 

keuangan, salah satu bentuk transformasi yang sering 

dilakukan adalah transformasi return [5]. Return 

merupakan hasil yang diperoleh dari investasi yaitu 

perubahan nilai investasi pada waktu 𝑡 dengan 𝑡 − 1. 

Return dapat berupa penghasilan (gain) atau kerugian 

(loss) [6].  

Persamaan transformasi return yang digunakan 

pada penelitian ini yaitu [5] 

𝑥𝑡 = −𝑙𝑛
𝐾𝑢𝑟𝑠𝑡

𝐾𝑢𝑟𝑠𝑡−1
                               (1) 

𝑦𝑡 = 𝑙𝑛
𝐼𝐻𝑆𝐺𝑡

𝐼𝐻𝑆𝐺𝑡−1
                                  (2) 

dengan 𝐾𝑢𝑟𝑠𝑡 adalah nilai Kurs Beli EUR-IDR pada 

waktu 𝑡, 𝐼𝐻𝑆𝐺𝑡 adalah nilai IHSG pada waktu 𝑡, sehingga 

diperoleh data bivariat (𝑥𝑡, 𝑦𝑡). 

1.2. Model Distribusi Univariat 

Pada penelitian ini akan dibahas model distribusi 

univariat untuk peubah acak kontinu, yaitu model 

distribusi Normal dan Laplace. 

Jika dimiliki peubah acak kontinu 𝑋 maka notasi 

model distribusi univariat Normalnya adalah 

𝑋~𝒩(𝜇, 𝜎2). Fungsi distribusi univariat Normal 

untuk peubah acak 𝑋 didefinisikan sebagai berikut 

𝐹𝑥(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
∫ exp {−

1

2
(

𝑡 − 𝜇

𝜎
)

2

} 𝑑𝑡, 𝑥 ∈ (0, ∞)    (3)
𝑥

−∞

 

dengan 𝜇 ∈ ℝ, dan 𝜎2 > 0.  

Misal terdapat peubah acak 𝑋 berdistribusi Laplace 

dengan parameter lokasi 𝜇 ∈ ℝ dan parameter skala 𝑏 ∈

(0, ∞) atau dinotasikan 𝑋~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒(𝜇, 𝑏), maka fungsi 

distribusi Laplace didefinisikan sebagai berikut  

𝐹𝑥(𝑥) = {

1

2
𝑒𝑥𝑝 (

𝑥 − 𝜇

𝑏
) ,                             𝑥 ∈ (−∞, 𝑏]     

1 −
1

2
𝑒𝑥𝑝 (−

𝑥 − 𝜇

𝑏
) ,              𝑥 ∈  [𝑏, ∞)     

(4) 

Dengan 𝜇 = 𝑚𝑒𝑎𝑛(𝑥) = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑥). Distribusi 

Laplace merupakan anggota distribusi location-scale 

family, yang memiliki hubungan dengan distribusi 

keluarga eksponensial. Jika dimiliki peubah acak 

𝑋~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒(𝜇, 𝑏), maka |𝑋 − 𝜇|~𝐸𝑘𝑠𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑠𝑖𝑎𝑙 (
1

𝑏
) [7]. 

1.3. Uji Kecocokan Distribusi 

Uji kecocokan distribusi digunakan untuk 

mengukur tingkat kecocokan distribusi marginal data 

terhadap suatu distribusi tertentu. Uji ini penting 

dilakukan karena digunakan sebagai penduga parameter 

return IHSG dan return Kurs Beli EUR-IDR. Pada 

penelitian ini digunakan uji distribusi dari keluarga 

empirical distribution function goodness of fit test, yaitu 

uji Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling, dan 

Cram�́�r von Misses [8]. Ketiga uji tersebut dapat 

dilakukan dengan menentukan hipotesis sebagai berikut  

𝐻0: data mengikuti distribusi parametrik 𝐹∗(𝑥) 

𝐻1: data tidak mengikuti distribusi parametrik 𝐹∗(𝑥) 

1.3.1. Uji Kolmogorov-Smirnov 

 Uji Kolmogorov-Smirnov dilakukan dengan 

menghitung statistik uji 𝐷 sebagai berikut [9] 
𝐷 = max

𝑥(1)≤𝑥≤𝑥(𝑛)

|�̂�(𝑥) − 𝐹∗(𝑥)| 

Nilai D menyatakan perbedaan terbesar antara fungsi 

distribusi empirik �̂�(𝑥) dengan distribusi teoritis �̂�(𝑥) 
diujikan, sehingga dapat ditulis 

𝐷 = max
𝑖∈{1,..,𝑛}

{𝑚𝑎𝑥 {|
𝑖 − 1

𝑛
− 𝐹∗(𝑥(𝑖))| , |

𝑖

𝑛
− 𝐹∗(𝑥(𝑖))|}}  (5) 

Dimana 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 adalah data ke-𝑖 setelah 

diurutkan.  

Penarikan kesimpulan uji ini didasarkan pada 

nilai statistik 𝐷, yaitu jika nilai 𝐷 melebihi batas kritis 

𝐷𝛼. Nilai 𝐷𝛼 untuk 𝛼 = 0.10, 0.05, 0.01 secara berurutan 

adalah 
1.224

√𝑛
,

1.358

√𝑛
,

1.628

√𝑛
 . Apabila 𝐷 > 𝐷𝛼 , maka  𝐻0 

ditolak atau jika 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 𝛼 maka 𝐻0 ditolak. 

1.3.2. Uji Anderson-Darling 

 Statistik uji Anderson-Darling didefinisikan 

sebagai berikut [9] 

𝐴2 = −
1

𝑛
[∑(2𝑗 − 1){𝑙𝑜𝑔[𝐹∗(𝑥(𝑗))] + 𝑙𝑜𝑔[1 − 𝐹∗(𝑥(𝑛+1−𝑗))]}

𝑛

𝑗=𝑖

] − 𝑛(6) 

Pengambilan keputusan uji Anderson-Darling 

didasarkan pada perbandingan statistik uji 𝐴2 dengan 



Pendekatan Generalized Linear Model Pada Regresi Kuantil Copula Normal 

Untuk Keterhubungan IHSG dan Kurs EUR-IDR 

 d’Cartesian: Jurnal Matematika dan Aplikasi, Vol. 9, No. 2 (September 2020): 97-104 

 
nilai kritis. Pada signifikansi 𝛼 = 0.10, 0.05, dan 0.01, 

nilai kritisnya secara berurutan adalah 

1.933, 2.492, dan 3.857. Apabila 𝐴2 > 𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑘𝑟𝑖𝑡𝑖𝑠, maka  

𝐻0 ditolak atau jika 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 𝛼 maka 𝐻0 ditolak. 

1.3.3. Uji Cram�́�r von Misses 

 Uji Cram�́�r von Misses dilakukan dengan 

menghitung statistik uji sebagai berikut [10] 

𝑊2 =
1

12𝑛
+ ∑ (𝑝(𝑖) −

2𝑖 − 1

2𝑛
)

2

                           (7) 

Pengambilan kesimpulan uji ini didasarkan pada 

perbandingan nilai statistik 𝑊2 dengan nilai kritis 𝑐1−𝛼, 

yakni jika 𝑊2 > 𝑐1−𝛼 maka  𝐻0 ditolak. Tabel nilai kritis 

dapat dilihat di [11]. 

1.4. Ukuran Keterhubungan 

Terdapat dua jenis ukuran keterhubungan yang 

umum digunakan yaitu koefisien korelasi Pearson dan 

Spearman’s Rho.  

Koefisien korelasi Pearson untuk 𝑛 sampel 

peubah acak (𝑋, 𝑌) yaitu (𝑥1, 𝑦1), … , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) dihitung 
oleh 

𝑟 =
∑ (𝑥𝑖 − �̅�)(𝑦𝑖 − 𝑦)𝑛

𝑖=1

√∑ (𝑥𝑖 − �̅�)2𝑛
𝑖=1 √∑ (𝑦𝑖 − 𝑦)2𝑛

𝑖=1

           (8) 

Koefisien korelasi  Spearman’s Rho dapat dihitung 

dengan persamaan berikut 

𝜌 = 1 −
6 ∑ 𝑑𝑖

2

𝑛(𝑛2 − 1)
                              (9) 

dengan 𝑑𝑖 merupakan selisih dua peringkat dari setiap 

data pengamatan. Misal diketahui data pengamatan 

(𝑋1, 𝑌1), (𝑋2, 𝑌2), … , (𝑋𝑛, 𝑌𝑛) maka 𝑑𝑖 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑥𝑖) −

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑦𝑖), untuk 𝑖 = 1, … , 𝑛. 

1.5. Copula 

Berdasarkan Teorema Sklar, jika terdapat fungsi 

distribusi bivariat 𝐻 dengan fungsi distribusi marginal-

marginalnya, 𝐹(𝑥) dan 𝐺(𝑦) kontinu, maka terdapat 

suatu copula 𝐻 untuk semua 𝑥 dan 𝑦 sedemikian 

sehingga berlaku [12] 

𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦))                       (10)  

Fungsi Kepadatan Copula dinyatakan oleh 

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑐(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦))𝑓(𝑥)𝑔(𝑦)         (11) 

dengan 𝑐(𝑢, 𝑣) =
𝜕2𝐶(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢 𝜕𝑣
, 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) secara berurutan 

adalah fungsi kepadatan probabilitas dari peubah acak 𝑋 

dan 𝑌. Berdasarkan [13] terdapat tiga properti 

bersyarat copula, yaitu fungsi kepadatan probabilitas 

bersyarat, fungsi distribusi bersyarat, dan fungsi 

distribusi bivariat dalam kaitannya dengan copula. 

Hubungan fungsi kepadatan probabilitas 𝑌 = 𝑦 

bersyarat 𝑋 = 𝑥, yaitu 𝑘(𝑦|𝑥) dengan copula dinyatakan 

sebagai berikut 

𝑘(𝑦|𝑥) =
ℎ(𝑥, 𝑦)

𝑓(𝑥)
= 𝑐(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦))𝑔(𝑦)           (12) 

Hubungan fungsi distribusi 𝑌 bersyarat 𝑋 = 𝑥 yaitu 

𝐾(𝑦|𝑥) dengan copula yaitu 

𝐾(𝑦|𝑥) = Pr[𝑌 ≤ 𝑦|𝑋 = 𝑥]                                                 

= ∫ 𝑘(𝑠|𝑥) 𝑑𝑠
𝑦

0

= ∫ 𝑐(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑠))𝑔(𝑠) 𝑑𝑠  
𝑦

0

 

𝐾(𝑦|𝑥)  = ∫
𝜕2𝐶(𝐹(𝑥), 𝑞)

𝜕𝐹(𝑥) 𝜕𝑞
 𝑑𝑞  

              

𝐺(𝑦)

0

                                  

=
𝜕𝐶(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦))

𝜕𝐹(𝑥) 
                                       (13) 

Sedangkan hubungan ekspektasi peubah acak 𝑌 

bersyarat 𝑋 = 𝑥 dengan copula dinyatakan sebagai 

berikut 

𝐸[𝑌|𝑋 = 𝑥] = ∫ 𝑦
∞

−∞

𝑘(𝑦|𝑥) 𝑑𝑦                                  

= ∫ 𝑦
∞

−∞

𝑐(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦))𝑔(𝑦) 𝑑    (14) 

1.6. Regresi Kuantil 𝜶 

Kebergantungan peubah acak satu terhadap yang 

lain dapat dijelaskan melalui analisis regresi, dan salah 

satu regresi yang dapat digunakan adalah regresi 

kuantil. Menurut [13] kurva kuantil 𝛼 dari 𝑌 pada 𝑋 

adalah �̂� = �̂�𝛼(𝑥) yang merupakan solusi dari persamaan 

𝐾(𝑦|𝑥) = Pr[𝑌 ≤ 𝑦|𝑋 = 𝑥] = 𝛼 , untuk 0 < 𝛼 < 1.  

Sedangkan pada suatu copula, kurva kuantil 𝛼 dari 𝑉 

pada 𝑈 adalah  �̂� = �̂�𝛼(𝑢) yang merupakan solusi dari 
𝜕𝐶(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢 
= Pr[𝑉 ≤ 𝑣|𝑈 = 𝑢] = 𝛼, untuk 0 < 𝛼 < 1.  

Persamaan (13) jika disetarakan dengan 𝛼 dapat 

ditulis sebagai berikut 

𝐾(𝑦|𝑥) =
𝜕𝐶(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦))

𝜕𝐹(𝑥) 
= 𝛼 

Maka solusi dari persamaan di atas adalah �̂� = 𝐺(�̂�) dan 

dapat diperoleh kurva regresi kuantil yaitu �̂� = 𝐺−1(�̂�).  

1.7. Copula Normal 

Bentuk umum Copula Normal didefinisikan 

sebagai berikut 

𝐶𝐺𝑎(𝑢, 𝑣) = Φ𝜌(Φ−1𝑢, Φ−1(𝑣))            (15) 

dimana Φ𝜌 adalah fungsi distribusi  bivariat Normal 

dengan korelasi Pearson 𝜌, dan Φ adalah fungsi 

distribusi normal. Properti bersyarat Copula Normal 

ditunjukkan oleh persamaan berikut 

𝜕𝐶𝐺,𝜌(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
= Φ (

Φ−1(𝑣) − 𝜌Φ−1(𝑢)

√1 − 𝜌2
)          (16) 

Selanjutnya, berdasarkan [14] persamaan Spearman’s 

rho untuk Copula Normal dinyatakan sebagai berikut 

𝜌𝑆 =
6

𝜋
arcsin (

𝜌

2
)                       (17) 

dengan 𝜌 adalah koefisien korelasi Pearson. 

 Kurva kuantil bersyarat atau regresi kuantil 𝛼 

copula Normal adalah kurva �̂�𝛼(𝑢) yang merupakan 

solusi dari (16) yang disetarakan dengan 𝛼 sehingga 

diperoleh [15] 

�̂�𝛼(𝑢) = Φ (Φ−1(𝛼)√1 − 𝜌2 + 𝜌Φ−1(𝑢))    (19) 

Mengingat 𝑢 = 𝐹(𝑥) dan 𝑣 = 𝐺(𝑦), maka 𝑦 =  𝐺−1(𝑣). 

Regresi kuantil 𝛼 dalam bentuk �̂�𝛼(𝑥) diberikan oleh 

�̂�𝛼(𝑥) = 𝐺−1 (�̂�𝛼(𝐹(𝑥)))                                                                
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= 𝐺−1 (Φ (Φ−1(𝛼)√1 − 𝜌2 + 𝜌Φ−1(𝐹(𝑥))))  (20) 

1.8. Uji Kecocokan  Copula 

Guna melihat seberapa cocok copula dalam 

mencerminkan perilaku data, perlu dilakukan uji 

kecocokan copula. Uji ini dapat dilakukan setelah 

memperoleh parameter copula. Pada uji kecocokan 

copula, digunakan ukuran statistik Cramér von Misses 

𝑆𝑛 yang diperoleh dari [13]   

  𝑆𝑛 = ∑[𝐻𝑒(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) − 𝐻�̂�(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)]
2

               

𝑛

𝑖=1

(21) 

dengan 𝐻𝑒(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝐶𝑒(𝐹(𝑥𝑖), 𝐺(𝑦𝑖)) =
#(𝑥≤𝑥𝑖,𝑦≤𝑦𝑖)

𝑛+1
 adalah 

fungsi distribusi bivariat empirik untuk data untuk data, 

{(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, sedangkan  #(𝑥 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑦 ≤ 𝑦𝑖) 

menyatakan banyaknya data bivariat {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)} dengan 

𝑥 ≤ 𝑥𝑖 dan 𝑦 ≤ 𝑦𝑖. 

Ukuran statistik Cramér von Misses, nilai 𝑆𝑛 

menyatakan kecocokan data terhadap suatu copula. 

Ukuran kecocokan ini bergantung pada  nilai 𝑆𝑛 terkecil. 

Selain melalui 𝑆𝑛, besaran 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 juga menentukan 

kecocokan copula dalam mencerminkan perilaku data, 

yang mana nilai 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 dapat diperoleh dari parametric 

bootstrap [16]. 

1.9. Simulasi Pembangkitan Bilangan Acak 

Bivariat Menggunakan Copula 

Pembangkitan bilangan acak bivariat {(𝑥, 𝑦)} dari 

suatu fungsi distribusi bivariat 𝐻 harus dibangkitkan 

secara bersama-sama. Salah satu caranya adalah meng-

gunakan Copula berdasarkan persamaan (13).  

Misalkan fungsi 
𝜕𝐶(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢
 merupakan fungsi dalam 𝑣, 

dengan 𝑢 = 𝐹(𝑥) dan 𝑣 = 𝐺(𝑦), 

𝑍𝑢 =
𝜕𝐶(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
                                        

Langkah-langkah pembangkitan bilangan acak {(𝑥, 𝑦)} 

sebagai berikut: 

1. Bangkitkan dua bilangan acak saling bebas 𝑢 dan 

𝑡, berdistribusi seragam di [0,1]; 

2. Dapatkan 𝑣 = 𝑍𝑢
(−1)(𝑡), dimana  𝑍𝑢

(−1) adalah 

invers fungsi 𝑍𝑢; 

3. Dapatkan sepasang bilangan acak bivariat dari 

suatu copula yaitu (𝑢, 𝑣); 

4. Dapatkan sepasang bilangan acak bivariat (𝑥, 𝑦) =

(𝐹−1(𝑢), 𝐺−1(𝑣)); 

1.10. Parametric Bootstrap untuk Ukuran 

Statistik Cramér von Misses 

Ukuran statistik (𝑆𝑛) dan 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 Cramér von 

Misses (𝑆𝑛) dapat diperoleh melalui simulasi 

parametric bootstrap yang algoritmanya dijabarkan 

sebagai berikut: 

Diketahui data bivariat sebanyak n pasang 

yaitu {(𝑥𝑎, 𝑦𝑎)}, 𝑎 = 0,1,2,3, … , 𝑛. Untuk N bilangan bulat 

positif sangat besar, 

1. Bangkitkan n sampel acak bivariat {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)} 

dengan  𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛 dari suatu distribusi 

bivariat 𝐻𝜃(𝑥, 𝑦)atau Copula 𝐶𝜃(𝐹(𝑥), 𝐺(𝑦)), 

2. Hitung 𝐻𝑒(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝐶𝑒(𝐹(𝑥𝑖), 𝐺(𝑦𝑖)) =
#(𝑥𝑎≤𝑥𝑖,𝑦𝑎≤𝑦𝑖)

𝑛+1
 

dengan #(𝑥𝑎 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑦𝑎 ≤ 𝑦𝑖) adalah banyak data 

bivariat {(𝑥𝑎, 𝑦𝑎)} dengan 𝑥𝑎 ≤ 𝑥𝑖 dan 𝑦𝑎 ≤ 𝑦𝑖, 

3. Untuk  𝑗 = 1, hitung 

𝑠𝑛,𝑗
∗ = ∑ [𝐻𝑒(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) − 𝐻𝜃(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)]2

𝑛

𝑖=1
 

= ∑ [𝐶𝑒(𝐹(𝑥𝑖), 𝐺(𝑦𝑖)) − 𝐶𝜃(𝐹(𝑥𝑖), 𝐺(𝑦𝑖))]
2𝑛

𝑖=1
(22) 

4. Untuk 𝑗 = 𝑗 + 1 , ulangi poin 1 sampai poin 3, ke 

poin 5 jika 𝑗 = 𝑁 + 1, 

5. Hitung 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒, 
#(𝑠𝑛,𝑗

∗ >𝑠𝑛)

𝑁
 atau ∑ (

𝐼(𝑠𝑛,𝑗
∗ >𝑠𝑛)

𝑁
)𝑁

𝑗=1 , yang 

mana 𝐼(𝑠𝑛,𝑗
∗ > 𝑠𝑛) adalah fungsi bernilai 1 untuk 

nilai 𝑠𝑛,𝑗
∗ > 𝑠𝑛. 

1.11. Generalized Linear Model 

Generalized Linear Model (GLM) merupakan 

suatu bentuk perluasan dari regresi linier klasik dengan 

asumsi variabel responnya diperbolehkan tidak 

berdistribusi Normal univariat, tetapi distribusinya 

harus merupakan anggota dari distribusi keluarga 

eksponensial. Berdasarkan [17], terdapat tiga komponen 

utama dalam GLM yaitu  

1. Random component: merupakan variabel respon 

𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 yang berasal dari distribusi keluarga 

eksponensial dan saling bebas. 

2. Linear predictor atau Systematic component: 

merupakan kombinasi linier dari parameter 𝜷 =

(𝛽1, 𝛽2 , … , 𝛽𝑝)
𝑇

 dan matriks variabel 𝑿 berukuran 

𝑛 × 𝑝 yang berisikan 𝑝 variabel penjelas untuk 𝑛 

pengamatan, yang dinyatakan dalam persamaan 

𝜼 = 𝑿𝜷. 

3. Link function: merupakan fungsi yang 

menghubungkan linier prediktor dengan nilai 

ekspektasi variabel respon 𝑌 melalui persamaan 

𝑔[𝐸(𝑦)] = 𝑿𝜷. 

Generalized Linear Model (GLM) pada Regresi 

Kuantil Copula Normal 

Pada penelitiannya, [4] menyebutkan bahwa 

pendekatan GLM untuk mengestimasi parameter suatu 

copula menghasilkan bentuk yang eksplisit. Pada 

persamaan regresi kuantil 𝛼 pada (20), didapati bahwa 

�̂�𝛼(𝑥) merupakan suatu Generalized Linear Model 

(GLM) yang dapat dituliskan ulang sebagai  

�̂�𝛼(𝑥) = 𝐺−1(Φ(𝑎 + 𝑏𝑧))                      (23) 

dengan 𝑎 = Φ−1(𝛼)√1 − 𝜌2, 𝑏 = 𝜌, dan 𝑧 = Φ−1(𝐹(𝑥)). 

Artinya bahwa kurva �̂�𝛼(𝑥) adalah GLM terhadap 𝑧 =

Φ−1(𝐹(𝑥)) dengan fungsi invers link 𝐺−1(Φ(∙)) atau 

fungsi komposisi 𝐺−1 ∘ Φ. Pada (19), kurva �̂�𝛼(𝑢) juga 

merupakan suatu GLM terhadap 𝑢 = 𝐹(𝑥) dengan fungsi 

invers link Φ. Dengan begitu, transformasi peubah acak 

𝑋 terhadap 𝐹 menjadi 𝑈 dan 𝑌 terhadap 𝐺 menjadi 𝑉 
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adalah krusial guna pendekatan GLM dapat dilakukan. 

Estimasi GLM dapat dilakukan dengan bantuan metode 

Least Square sehingga dapat diperoleh parameter 𝜌 = 𝑏 

(parameter copula Normal) dan 𝛼 = Φ(𝑎/√1 − 𝑏2) atau 

parameter penentu regresi kuantil. 

1.12. Pemilihan Regresi Kuantil Terbaik 

 Pada penelitian ini, pemilihan model regresi 

terbaik dilakukan dengan menghitung nilai Mean 

Square Error (MSE). Mean Square Error (MSE) adalah 

rata-rata dari jumlahan error yang dikuadratkan dan 

dinyatakan sebagai berikut 

𝑀𝑆𝐸(�̂�) =
1

𝑛
∑(�̂�𝑡 − 𝑦𝑡)2                     (24)

𝑛

𝑖=1

 

dengan �̂�𝑡 adalah nilai ekspektasi dari regresi kuantil, 𝑦𝑡 

adalah data aktual pada waktu 𝑡 dan 𝑛 adalah banyaknya 

data. 

2. Metode Penelitian 

Langkah awal penelitian ini adalah melakukan 

pengolahan data IHSG dan Kurs Beli EUR-IDR. Data 

diolah dengan melakukan transformasi data 

menggunakan teknik transformasi return seperti pada 

persamaan (1) dan (2) sehingga diperoleh data bivariat 

(𝑥𝑡, 𝑦𝑡).  

 Langkah selanjutnya adalah menganalisis data 

marginal 𝑥𝑡 dan 𝑦𝑡 dengan langkah-langkah berikut: 

1. Menggambarkan dan melakukan analisis statistika 

deskriptif pada data marginal 𝑥𝑡 dan 𝑦𝑡 untuk 

melihat karakteristik data. 

2. Menghitung korelasi data yang dipasangkan secara 

bivariat, yaitu (𝑥𝑡, 𝑦𝑡). 

3. Melakukan uji kecocokan distribusi Normal dan 

Laplace pada data marginal 𝑥𝑡 dan 𝑦𝑡 

menggunakan uji Kolmogorov-Smirnov, 

Anderson-Darling, Cramér von Misses. 

Kemudian dilakukan analisis lanjutan dengan 

langkah-langkah berikut: 

1. Estimasi parameter copula Normal 𝜌 dari 

keterhubungan data bivariat (𝑥𝑡, 𝑦𝑡) dengan 

kombinasi marginal-marginal  

𝑥𝑡 = 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙, 𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒, 𝑑𝑎𝑛     

𝑦𝑡 = 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙, 𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒              

melalui Generalized Linear Model (GLM) 

diakukan dengan Least Square Method (LSM) 

yaitu dengan mencari solusi persamaan (20). 

2. Menentukan regresi kuantil terbaik dengan 

mencari nilai Mean Square Error (MSE) terkecil 

sesuai persamaan (24). 

3. Menguji kecocokan model distribusi bivariat atau 

copula Normal pada data bivariat (𝑥𝑡, 𝑦𝑡) 

berdasarkan statistik uji Cramér von Misses 

dengan simulasi parametric boostrap.  

4. Melakukan validasi parameter copula Normal 𝜌 

menggunakan metode simulasi, yaitu dengan 

langkah sebagai berikut: 

i. Bangkitkan sepasang bilangan acak bivariat 

dari copula Normal , yaitu (𝑢, 𝑣) sebanyak 𝑘, 

dimana 𝑘 adalah ukuran data hasil 

transformasi; 

ii. Peroleh sepasang bilangan acak bivariat 

(𝑥, 𝑦) = (𝐹−1(𝑢), 𝐺−1(𝑣)); 

iii. Hitung fungsi distribusi empirik dari masing-

masing 𝑥 dan 𝑦, yaitu 𝐹𝑒(𝑥) dan 𝐺𝑒(𝑦); 

iv. Hitung parameter 𝜌 melalui korelasi 

Spearman’s rho berdasarkan 𝐹𝑒(𝑥) dan 𝐺𝑒(𝑦); 

v. Ulangi langkah 1-4 sebanyak 100 kali dengan 

simulasi parametric bootstrap untuk 

memperoleh nilai 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒; 

vi. Bandingkan 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 untuk parameter copula 

Normal 𝜌 hasil simulasi dengan 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 untuk 

parameter copula Normal 𝜌 dari estimasi 

dengan pendekatan Generalized Linear Model. 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3. 1. Analisis Data Marginal 

Data penelitian ini, yaitu kurs beli EUR-IDR dan 

IHSG dilakukan transformasi return menggunakan 

persamaan (1) dan (2) sehingga diperoleh data bivariat 

(𝑥𝑡, 𝑦𝑡) yang digambarkan sebagai berikut 

 
(a) 

 
(b) 

Gambar 1. Scatterplot (𝒙𝒕, 𝒚𝒕) (a), histogram 𝒙𝒕 (b kiri), 

dan histogram 𝑦𝑡 (b kanan) 

Pada Gambar 1.a dan Gambar 1.b terdapat 

histogram untuk masing-masing data marginal  𝑥𝑡 dan 

𝑦𝑡. Selanjutnya untuk menganalisis perilaku data, 

dilakukan analisis statistik deskriptif yang disajikan 

pada tabel berikut. 

Tabel 1. Statistik Deskriptif Data Marginal 𝑥𝑡 dan 𝑦𝑡 

 Min 𝑄1 Median Mean 𝑄1 Max 

𝑥𝑡 -0.01046 0.00305 -0.00018 -0.0000983 0.00269 0.01803 

𝑦𝑡 -0.03828 -0.00562 0.00056 -0.0000966 0.00648 0.02633 
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Berdasarkan Gambar 1.a dan Gambar 1.b dapat 

dilihat dari histogram data marginal berbentuk 

menyerupai lonceng dan kemudian berdasarkan Tabel 1 

diketahui bahwa rata-rata data marginal berada di 

sekitar nol, dengan nilai minimum dan maksimum yang 

juga berada di sekitar nol. Selanjutnya, ukuran 

keterhubungan Spearman’s rho dan Pearson untuk 

mengetahui besar dan arah hubungan peubah 𝑥𝑡 dan 𝑦𝑡 

dinyatakan dalam tabel berikut 

Tabel 2. Ukuran Keterhubungan Spearman’s  rho dan 

Pearson dari Peubah 𝑥𝑡 dan 𝑦𝑡 

Data bivariat 
Ukuran Keterhubungan 

Spearman (�̂�𝑠) Pearson (�̂�) 

(𝑥𝑡 , 𝑦𝑡) 0.1522472 0.1111702 

3. 2. Uji Kecocokan Distribusi Marginal 𝒙𝒕 dan 𝒚𝒕 

Uji kecocokan distribusi Normal dan Laplace 

dilakukan terhadap data marginal 𝑥𝑡 dan 𝑦𝑡. Pemilihan 

dua distribusi tersebut dikarenakan keduanya 

merupakan anggota distribusi keluarga eksponensial 

yang merupakan syarat pendekatan Generalized Linear 

Model (GLM). Selain itu, distribusi Normal dan Laplace 

merupakan distribusi untuk peubah acak kontinu di 

[−∞, ∞]. Berikut hasil uji kecocokan distribusi Normal 

dan Laplace serta estimasi parameter distribusi 

marginalnya. 

Tabel 3. Hasil Uji Kecocokan Distribusi Marginal Data 

dan Estimasi Parameter Distribusi 

Dist. Normal Laplace 

Marg. 𝑥𝑡 

Parameter 
𝜇𝑥𝑡

= −0.00001 𝜇𝑥𝑡
= −0.00018 

𝜎𝑥𝑡
= 0.00429 𝑏𝑥𝑡

= 0.00332 

p-value 

KS test 0.8021 0.591 

AD test 0.9441 0.4481 

CVM test 0.8694 0.5104 

Dist. Normal Laplace 

Marg. 𝑦𝑡 

Parameter 
𝜇𝑦𝑡

= −0.00001 𝜇𝑦𝑡
= −0.00018 

𝜎𝑦𝑡
= 0.00429 𝑏𝑦𝑡

= 0.00332 

p-value 

KS test 0.446 0.7571 

AD test 0.358 0.4555 

CVM test 0.364 0.5106 

Berdasarkan tabel di atas, 𝐻0 dari ketiga uji 

distribusi diterima pada tingkat signifikansi 𝛼 = 5%. Hal 

ini dikarenakan 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 semua uji lebih dari 0.05. Oleh 

karena itu, setiap data marginal 𝑥𝑡 dan 𝑦𝑡 memiliki dua 

pilihan distribusi yang dapat digunakan untuk 

menentukan regresi kuantil, yaitu marginal 𝑥𝑡: Normal, 

Laplace dan 𝑦𝑡: Normal, Laplace. 

3. 3. Estimasi Parameter Copula Normal 

Parameter Copula Normal 𝜌 diestimasi untuk 

kombinasi marginal  marginal 𝑥𝑡: Normal, Laplace dan 

𝑦𝑡: Normal, Laplace dengan metode Generalized Linear 

Model-Least Square. Estimasi parameter Copula 

Normal 𝜌 disajikan pada Tabel 4.  

 

 

 

Tabel 4. Hasil Estimasi Parameter Copula Normal 𝜌 

Model 𝜌 Regresi Kuantil 𝛼  

Model 1 0.1111702 𝛼 = 0.5 

Model 2 0.1208913 𝛼 = 0.4824174 

Model 3 0.12437 𝛼 = 0.4993879 

Model 4 0.1345346 𝛼 = 0.4817239 
 

dengan Model 1: 𝑥𝑡~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 dan 𝑦𝑡~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙, Model 2: 

𝑥𝑡~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 dan 𝑦𝑡~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒, Model 3: 𝑥𝑡~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 dan 

𝑦𝑡~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙, dan Model 4: 𝑥𝑡~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 dan 𝑦𝑡~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒.  

3. 4. Uji Kecocokan Copula Normal 

Guna melihat seberapa cocok copula Normal dalam 

mencerminkan perilaku data bivariat (𝑥𝑡 , 𝑦𝑡) dari 

keempat model, dilakukan uji kecocokan copula. Uji ini 

dilakukan dengan menghitung statistik Cramér von 

Misses (𝑆𝑛), kemudian dilakukan pembangkitan  𝑆𝑛 

sebanyak 1000  melalui parametric bootstrap. Setelah 

diperoleh 1000 nilai 𝑆𝑛, simulasi diulang sebanyak 100 

kali untuk memperoleh nilai 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒. Berdasarkan 

perhitungan tersebut dipilih 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 tertinggi untuk 

menunjukkan model terbaik. Berikut perolehan nilai 𝑆𝑛 

dan 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒.   

Tabel 5. Hasil Uji Kecocokan Distribusi Marginal Data 

dan Estimasi Parameter Distribusi 

Distribusi 
𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒               𝑆𝑛    

𝑋 𝑌 

Normal Normal 0.953 0.06092145 

Normal Laplace 0.102 0.07808087 

Laplace Normal 0.968 0.08598796 

Laplace Laplace 0.269 0.0861804 

Tabel di atas menunjukkan bahwa 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 tertinggi 

dimiliki oleh kombinasi marginal 𝑥𝑡~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 dan 

𝑦𝑡~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 dengan nilai 0.968. Histogram simulasi 𝑆𝑛 

untuk Model 3 dengan 𝑥𝑡~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 dan 𝑦𝑡~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙  

disajikan pada Gambar 2. 

  

Gambar 2. Histogram 𝑺𝒏 (1000 nilai) Copula Normal 

untuk Model 3 

Berdasarkan hasil uji kecocokan Copula Normal, dapat 

dikatakan bahwa Copula Normal sangat cocok dalam 

mencerminkan data bivariat (𝑥𝑡, 𝑦𝑡) untuk Model 3.  

3. 5. Pemilihan Regresi Kuantil Terbaik 

Analisis regresi kuantil dilakukan untuk setiap 

kombinasi marginal dengan menghitung nilai Mean 

Square Error (MSE) dan mencari yang terkecil dari 
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keempat model. Berikut hasil perhitungan MSE untuk 

setiap model. 

Tabel 6. Nilai MSE dari Regresi Kuantil Copula Normal 

untuk Setiap Kombonasi Marginal 

Model 
Distribusi 

𝑀𝑆𝐸 
𝑋 𝑌 

1 Normal Normal 0.0001025140 

2 Normal Laplace 0.0001028217 

3 Laplace Normal 0.0001022486 

4 Laplace Laplace 0.0001025391 

 

Nilai 𝑀𝑆𝐸 terkecil dimiliki oleh Model 3, dengan 

kombinasi distribusi 𝑥𝑡~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 dan 𝑦𝑡~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 yaitu 

sebesar 0.0001022486. Oleh karena itu, dapat dikatakan 

bahwa regresi kuantil terbaik adalah regresi Model 3. 

Kurva regresi kuantil Model 3 disajikan pada Gambar 2 

berikut. 

 

Gambar 2. Kurva Regresi Kuantil Copula Normal 

dengan 𝑥𝑡~𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 dan 𝑦𝑡~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙  

3. 6. Validasi Parameter Copula 

Validasi parameter copula dilakukan dengan 

simulasi parametric bootstrap, yaitu dengan mencari 

𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 dari estimasi parameter copula Normal 𝜌 melalui 

korelasi Spearman’s rho. Selanjutnya, 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 untuk 

parameter copula Normal 𝜌 hasil simulasi dibandingkan 

dengan 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 untuk parameter copula Normal 𝜌 dari 

estimasi dengan pendekatan Generalized Linear Model. 

Berikut tabel perbandingan kedua 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 tersebut. 

Tabel 7. Perbandingan 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 

Model 
Distribusi 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 

simulasi 

𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 dari 
estimasi 

Least Square 𝑋 𝑌 

1 Normal Normal 0.104 0.0864 . 

2 Normal Laplace 0.054 0.0572 . 

3 Laplace Normal 0.076 0.0594 . 

4 Laplace Laplace 0.032 0.0375 * 

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Berdasarkan estimasi parameter regresi kuantil 

Copula Normal dengan Least Square, ditunjukkan 

bahwa parameter 𝜌 tidak signifikan terhadap 0 pada 

interval kepercayaan 90%, khususnya Model 3 yang 

terpilih menjadi model terbaik. Validasi parameter 

Copula Normal 𝜌 membuktikan kebenaran estimasi 

parameter Copula Normal 𝜌 tidak signifikan terhadap 0. 

Hal ini karena perolehan nilai 𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 simulasi yang tidak 

jauh dari  𝑃𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 dari estimasi Least Square. Estimasi 

parameter Copula Normal 𝜌 Model 3 adalah 𝜌 =

0.12437.  Oleh karena nilai koefisien korelasi Pearson 

berada pada interval [-1,1], nilai 𝜌 = 0.12437 dapat 

dianggap dekat ke 0. Hal ini berarti keterhubungan 

peubah 𝑥𝑡 dan 𝑦𝑡 lemah. Berdasarkan grafik regresi 

kuantil Model 3, ditunjukkan keterhubungan yang tidak 

linier, karena diperoleh grafik yang melengkung.  

4. KESIMPULAN 

Penelitian ini bertujuan untuk memperoleh 

parameter dan regresi kuantil Copula Normal yang 

dapat menjelaskan keterhubungan dua peubah acak 

pada data bivariat. Tujuan penelitian tersebut telah 

tercapai. Pertama, estimasi parameter Copula Normal 𝜌 

diperoleh dari metode Least Square yang digunakan 

pada persamaan regresi kuantil Copula Normal yang 

merupakan Generalized Linear Model yang dikenakan 

fungsi invers link 𝐺−1(Φ(∙)). Kurs Beli EUR-IDR dan 

IHSG secara berurutan berdistribusi Laplace dan 

Normal dengan parameter keterhubungan copula 

Normal 𝜌 = 0.12437.  Keterhubungan antara keduanya 

lemah pada interval kepercayaan 90% dan nonlinier 

berdasarkan grafik regresi kuantilnya. 
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