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Abstrak

Interaction on every living in this world have positive effect, negative. Effect, and also have no effect
to other living things. This paper would talk about interaction model between two predators-one prey with
environmental support to predator system which based on Lotka-Volterra model. Model arranged by variable
R (number of predators), H (number of main predators), C (number of predators which commensalisms to
H), u (predators grow up level R), v (predatorily level C), w (predatorily level H), & (conversion efficiently
C),p (conversion efficiently H), x (predator’s deadly level C), y (predator’s deadly level H), z

(commensalisms relation between predators C with predator H), (1 —% (environmental support which

could contain predator’s grow). Research’s result give stability point at fixed point which there is only main
predator (H) and prey in using the environmental support will reduce as big as main predatorily level to prey
(T,). Stability point also happen on fixed point where there only prey in using environmental support which
will reduce as big as predatorily level to prey ((T3).

Keywords : Predator —pray, Stability, Differential Equation
Abstrak

Interaksi antar makhluk hidup dalam kehidupan ini ada yang berdampak positif,negative, dan ada
pulah ynag tidak berpengaruh terhadap mahkluk hidup lain. Tulisan ini akan membahas model interaksi
antara dua pemangsa-satu mangsa dengan daya dukung lingkungan pada system mangsa yang di dasari dari
model lotka — Volterra .Pada model yang dikembangkan diasumsikan bahwa interaksi antar pemangsa
bersifat komensalis.Model model yang disusun disini terdiri atas varibel-variabel R (banyaknya mangsa), H
(banyaknya mangsa inang), C (banyaknya pemangsa yang komensalis terhadap H), u (tingkat pertumbuhan
mangsa R), v (tingkat pemangsaan pemangsa C), w (tingkat pemangsaan pemangsa H), 6 (efisiensi konversi
C), p (efisiensi konversi H), x (tingkat kematian pemangsa C), y (tingkat kematian pemangsa H), z
(hubungan komensalisme antara pemangsa C dan pemangsa H), (1 —% (daya dukung lingkungan yang

masih dapat menampung pertumbuhan mangsa). Dari hasil penelitian diperoleh titik kestabilan pada titik
tetap dimana hanya terdapat pemangsa inang (H) dan mangsa dalam menggunakan daya dukung lingkungan
yang ada akan berkurang sebesar tingkat pemangsaan pemangsa inang terhadap mangsa (T,). Titik
kesatabilan juga terjadi pada titik tetap dimana hanya terdapat mangsa dalam menggunakan daya dukung
lingkungan yang ada akan berkurang sebesar tingkat pemangsa inang terhadap mangsa( T3).

Kata Kunci : Mangsa-Pemangsa, Kestabilan, Persamaan Difrensial

1. Pendahuluan

Secara umum, jenis—jenis interaksi dapat digolongkan menjadi dua yaitu interaksi negatif
dan interaksi positif. Dalam kehidupan umumnya terdiri lebih dari dua spesies yang saling
berinteraksi, dan tak jarang terjadinya persaingan untuk mempertahankan hidup mengingat
terbatasnya daya dukung lingkungan, dimana daya dukung itu berupa makanan, habitat, tata ruang
dan lain—lain [15].

Dalam penelitian ini akan dibahas suatu interaksi tiga spesies yang terdiri dari dua pemangsa
dan satu mangsa dimana dalam sistem mangsa diakomodasikan daya dukung lingkungan. Interaksi
antar kedua pemangsa ini bersifat komensalisme yaitu, salah satu spesies diuntungkan sedangkan
spesies yang lain tidak. Interaksi mangsa dan pemangsa dengan daya dukung lingkungan pada
sistem mangsa mengikuti model Lotka—Volterra. Tujuan Penelitian untuk menentukan kestabilan
disekitar titik tetap pada model dua pemangsa dan satu mangsa dengan mengakomodasikan daya
dukung lingkungan pada sistem mangsa.
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2. Model, Analisa, Desain dan Implementasi
2.1. Sistem Persamaan Diferensial

Misalkan a dan b fungsi-fungsi dalam t yang kontinu pada suatu selang tertentu. Persamaan linier
orde satu berbentuk :

* + a(t)x = b(t) ................................................................................... 1)
dt

Khususnya jika b(t) = 0 maka persamaan diferensial (1) disebut persamaan diferensial linier
homogen orde satu.
Selanjutnya, pandang sistem persamaan diferensial berikut :

d n

d—): e X, XER™ oo @
L 3)
dt

Persamaan (3) disebut sistem linier [14].
Berikut ini akan ditentukan solusi dari sistem persamaan diferensial (3)

Misalkan pada persamaan (3), A adalah matriks berukuran nxn, dan A, A4,,...., 4, adalah

nilai-nilai eigen A yang bernilai rill dan berbeda, serta vektor eigen V;, V,,..., V,, yang bebas
linier. Maka solusi umum persamaan diferensial (3) adalah

X (1)= clvle’h—t + czvze’th + .t cnvne)Lnt

Dengan c1, c2,...cn adalah kostanta sembarang.

Jika semua bagian rill dari nilai eigen A negatif, maka untuk t —oo,

X(t) mendekati nol. Dengan kata lain, titik tetap dari sistem persamaan diferensial (3) dikatakan
stabil, jika semua bagian rill dari nilai eigen matriks A adalah negatif [1].

2.2 Pelinearan

Lihat persamaan diferensial tak linier berikut :
dx

azP(x,y,z)

dy

T QXY 1 Z) e (5)
dt

dz
— =S(Xx,y,z2
" (x,y,2)

dengan turunan parsial dari fungsi P, Q, S kontinu di R [9].
Berikut ini akan dilakukan pelinearan terhadap sistem persamaan diferensial (5). Untuk itu,

perhatikan uraian Taylor di sekitar titik X~ = (x",y",z") berikut :

* * % * * * * * %

P(x,, Y, z) = P(x*, y*,z*)+m(x— x*)+m(y— y*)+m(z— x*) +1(% ¥, 2)
ox oy o

* x % 0 *,*,* * 0 *’*,* * 0 *1*1* *
Qe 120y o) DY )y ROV ) o ROV 2Dty
oX oy o1
S0 1,2)= S0y Y2 Dy B2 ) e BT ) )
oX oy o/4

Untuk i =1, 2, 3 sementara itu
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Dengan demikian sistem persamaan diferensial (6) dapat direduksi menjadi

_8P(x*,y*, z*)  OP(xX*, y*, z*) OP(X*, y*, z¥)
X—=X* ox oy oz X — X*
dl o] Q¢ v, ZF) 9Q(XK, ¥, zF)  OQ(XF, y*, Z¥) oy
dt y=y OX oy oz Y
z—z* 7z — 7>
OS(x*, y*, z*) OS(x*, y*, z*) OS(x*, y*, z*)
i OX oy oz )
'7]_()(! Y, Z)
F (0 Y 2) | s (6) [10]
n3(% . 2)

2.3 Interaksi Multispesies dan Kriteria Kestabilan Routh—-Hurwitz
Sistem interaksi multispesies dimodelkan dengan penyusunan persamaan simultan k spesies,
berikut :

Atau dalam notasi vektor berbentuk:
dN

- S (N e (7
Berikut ini akan diberikan suatu kondisi yang membuat titik tetap dari sistem (7) stabil.
of, of,
ON, ON,
oF ( *]
J=—|N |=
oN
of, of,
| ONy N

Matriks Jacobi J berukuran kxk ini disebut juga matriks komunitas. Matriks Jacobi tersebut
merupakan matriks interaksi sistem dengan k-spesies yang akan digunakan untuk menguji apakah
disuatu titik tetap yang diperoleh bersifat stabil atau tidak [14].

Teorema 1. (Routh-Hurwitz Condition)

Misalkan a,,a,,....a, bilangan-bilangan rill, aj = 0 jika j > k. Semua nilai eigen dari persamaan
karakteristik.

P(A)=A+a " +---+a_, " +a_ 1+a.=0

Mempunyai bagian rill yang negatif jika dan hanya jika untuk setiap i =1, 2, 3,....,k determinan dari
matriks ixi, adalah positif [6].

Sehingga menurut kondisi Routh-Hurwitz dalam teorema 1, untuk suatu k disebutkan bahwa titik
tetap N* stabil jika dan hanya jika (untuk k =1, 2, 3, 4),

k=1 al>0

k=2 al>0,a2>0

k=3 al>0, a3>0, ala2>a3

k=4 al>0, a3>0, a4>0, ala2a3 > a’ +a’a,.

Jika salah satu kondisi tidak terpenuhi maka sistem tidak stabil.
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24 Model Logistik

Model umum laju pertumbuhan logistic, [8]:

N ®).
dt

2.5. Model Interaksi Dua Pemangsa—Satu Mangsa dengan Daya dukung pada  Sistem
Mangsa

Misalkan N adalah banyaknya mangsa pada waktu t, P banyaknya pemangsa pada waktu t. K
adalah daya dukung lingkungan pada sistem mangsa. Maka setiap penambahan mangsa (N) akan
menyebabkan daya dukung berkurang (K-N) dan jika setiap kebutuhan yang masih dapat

menampung pertumbuhan mangsa [K — NJ =1- E, maka laju pertumbuhan intrinsik mangsa (r)

K K
terhadap proporsi kebutuhan yang masih dapat menampung pertumbuhan mangsa adalah r

K
dengan pemangsa (aP).
Sehingga mode | mangsa—pemangsa Lotka—\Volterra dapat dinyatakan dalam bentuk:

) M ()=)
— —f1-—|-aP & =N 1= =8P | oo, @)
Ndt K dt K

P N e P (BN=C) oo (10)

Pdt dt

(1_2) dikurangi sejumlah pengurangan laju pertumbuhan populasi mangsa akibat interaksi

dengan

a = variabel yang berhubungan dengan efisiensi pemangsaan pemangsa.

b = variabel yang menyatakan efisiensi interaksi mangsa (sebagai makanan) oleh pemangsa.

Untuk masalah multispesies, dalam hal ini 3 spesies yaitu dua pemangsa dan satu mangsa dengan
daya dukung lingkungan pada sistem mangsa, model diatas dapat diperluas menjadi :

dN N
—= 1-— |- S AP | e 11

dP
L S PIDIN €1 ) erere et (12)
dt

dP

2 Py (BN 2 Cp ) cerereeet ettt (13)

Dengan penulisan ulang model interaksi dua pemangsa-satu mangsa dengan daya dukung
lingkungan dapat dinyatakan dalam bentuk :

d—R:R(u(l—Ej—vC—ij ........................................................................ (14)
dt K
C:i_? =C(OVR +HZ-X) oo (15)
dH
E = H(pWR - y) ............................................................................................ (16)
Dengan

R Banyaknya Mangsa

H
C

Banyaknya pemangsa Inang
Banyaknya pemangsa yang komensalis terhadap H
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= Tingkat pertumbuhan Mangsa R.

Tingkat Pemangsaan pemangsa C.

Tingkat Pemangsaan pemangsa H.

Efisiensi konversi C.

Efisiensi konversi H.

Tingkat kematian Pemangsa C.

Tingkat kematian Pemangsa H.

= Hubungan komensalisme antara Pemangsa C dengan Pemangsa H

I

K
R,C,H2>0dan v,w, 5,8, x, vy, K, z>0

(1_ E) = Daya dukung lingkungan yang masih dapat menampung pertumbuhan mangsa.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Penentuan titik tetap

Perhatikan persamaan persamaan (2.16)-(2.18):

d—RzR(u(l—E)—vC—wH] ........................................................................ a7
dt K

‘Z—f CO(R 4+ HZ-X)  eoveereseeseseeseeeseees s seese oot (18)
C:j—:' SH(PWR = Y) e (29)

Titik tetap (R*,C*,H*) diperoleh dengan membuat dR/dt = 0, dC/dt = 0, dH/dt = 0, sehingga
menurut persamaan(4.1), (4.2), (4.3) diperoleh:

R*(u(l—R?)—vC* CWH )20 e, (20)
CTOVR 4 H ZoX) 20 oo 1)
HE CPWR =) 20 oo et (22)

Berikut ini akan ditentukan titik tetap (R*,C*,H*) yang memenuhi persamaan (4.1)-(4.3). Andaikan

R* = 0, maka menurut persamaan H (pr*— y) =0 diperolehy = 0 (kontradiksi dengan asumsiy
> 0). Jadi haruslah R*# 0. Berdasarkan uraian diatas, maka terdapat empat kasus:
*

R * * * * *
1. (u(l—?)—vC -wH )=0,0vR +H z-x)=0,H =0.

*

2. (U(l—R?)—vc* —wH)=0,c" =0,(pwR” - y)=0

R* * * * *
3 (UA-=)-vC" ~wH)=0,C" =0, H" =0.
*

a4, (u(l—R?)—vC* —wH )=0, (OVR™ +H*2=x) =0 dan (pwR”" —y)=0

Kasus 1:
Dengan demikian titik tetap untuk kasus ini

*

(u(l—R—)—vC*—WH*):O,(BVR*+H*Z—X):O, H* =0 ,(X u(Kav-x) OJ
K Ll

v pv2k
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Kasus 2

*

R * * * *
(u(l—?)—vC —wH )=0,C =0dan (pwR —-Yy)=0

Dengan demikian untuk titik tetap kasus ini adalah : T, [i Ow]

PN pW2K

Kasus 3:

*

(u (1—%)—vc* —wH")=0,Cc" =0 dan H =0
Dengan demikian untuk titik tetap kasus ini adalah :  T,: (K, 0,0)

Kasus 4

(u(1—R?)—vC* —WH*)=0, (GVR*—i- H*z—x):O dan (pr* -y)=0
Dengan demikian untuk titik tetap kasus ini adalah :
T y l(upw—uy_ Xpw—evy) XpoW—6vy
4l pw’ v pwK oy " pwz

3.2 Konstruksi Matriks Jacobi

Tulis persamaan (4.1), (4.2) dan (4.3) sebagai berikut :

f(R,C,H) = R(u(l—%) —-vC —wH)

o(R,C,H) =C(6VR + Hz — x)

J(R.CH)=H(pwR-Y)
Bentuk persamaan diferensial (4.1)-(4.3) dilinearkan dengan membentuk Matriks Jacobi sebagali
berikut :

[6f(RC,H) of(RC,H) &f(RC,H) |
oR acC oH
;| WRCH) agRCH) 0g(RCH)
R oc oH
8i(RC,H) &j(RC,H) &j(RC,H)
| oR acC oH

Dengan

fRCH) = R(u(l—%J—VC—WH)

% :R(u(l—%j—vC—WH)z(uZLKR—vC—wH) R v\

f(R,C,H) = R(u[l—%)—vC—wH)

ARCH) gy,

R
- [1—E)—VC—WH)=—VR e sresresrsssrn e (24)
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f(R,C,H) = R(u(l—%j—vC—wH)

m = Ru(l—Bj— RVC—RWH =—-RW ..o (25)
oH K

g(R,C,H) = C(WR+Hz —x)

—ag(Ra,s, H) =C(WR+Hz-x) =Cov (26)

g(R,C,H) =C(&R+Hz-x)

QRECH) _ (R +Hz—x)= OR+Hz—x SSSSOORR 1.4 §
oC

g(R,C,H) =C(0R+Hz-x)

w =C(0R+Hz—x) =Cz e (28)
IRCH) = H(R —y) = HowR — H

% =HpWR —Hy =Hpw T UNOUR )
w SH(WR —Y)  Z0 s (30)
i(R.C,H) =H(mR-y)

% =H(WmWR-y) =pnR -y SO € 1}

maka matriks komunitas yang diperoleh dari system persamaan adalah:
411 %2 413
J=lay ap ap

dengan a 1,5, ....855 Secara berturut - turut diberikan pada persamaan

Dari keempat kasus yang didapat ternyata pada kasus satu dan kasus empat tidak terdapat
kestabilan, disebabkan karena pada masing—masing persamaan tidak memenuhi syarat kestabilan.

Sedangkan pada kasus dua dan tiga terdapat kestabilan titik tetap T, untuk kasus T,, dan titik

tetap T3 untuk kasus T3. Jadi secara ekologi, kestabilan disekitar titik tetap T, terjadi jika,
penurunan tingkat pertumbuhan mangsa dengan tingkat kematian pemangsaan pemangsa harus
kurang dari jumlah tingkat pertumbuhan mangsa dalam menggunakan daya dukung dengan
efisiensi konversi tingkat pemangsaan pemangsa serta tingkat kematian pemangsa dengan tingkat
pertumbuhan mangsa (untuk persamaan satu) dan dua kali keadaan daya dukung lingkungan dan
efisiensi konversi tingkat pemangsaan pemangsa H kurang dari jumlah tingkat kematian pemangsa
H dengan jumlah dari daya dukung lingkungan dan efisiensi konversi tingkat pemangsaan
pemangsa H (persamaan dua) demikian juga untuk persamaan yang ketiga.

Sedangkan untuk kestabilan disekitar titik tetap T3 akan terjadi jika, penjumlahan tingkat
kematian pemangsa C dengan tingkat pertumbuhan mangsa harus lebih besar dari efisiensi konversi
tingkat pemangsaan pemangsa.

4. Kesimpulan
Kestabilan pada titik tetap T, akan terjadi jika, penurunan tingkat pertumbuhan mangsa
dengan tingkat kematian pemangsaan pemangsa harus kurang dari jumlah tingkat pertumbuhan
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mangsa dalam menggunakan daya dukung dengan efisiensi konversi tingkat pemangsaan pemangsa
serta tingkat kematian pemangsa dengan tingkat pertumbuhan mangsa (untuk persamaan satu) dan
dua kali keadaan daya dukung lingkungan dan efisiensi konversi tingkat pemangsaan pemangsa H
kurang dari jumlah tingkat kematian pemangsa H dengan jumlah dari daya dukung lingkungan dan
efisiensi konversi tingkat pemangsaan pemangsa H (persamaan kedua dan tiga).

Kestabilan pada titik tetap T3 akan terjadi jika, penjumlahan tingkat kematian pemangsa C
dengan tingkat pertumbuhan mangsa harus lebih besar dari efisiensi konversi tingkat pemangsaan
pemangsa C.
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